F23-T2-A3
Essei R={z+yv—-31|z,ye€Z} CC.
a) Begriinden Sie, dass R ein Ring ist.

b) Zeigen Sie, dass R nicht faktoriell ist.
Hinweis: Beachten Sie 32 = (1 ++/—31)(1 —v/—31)

Losungsvorschlag. Zu a). Wegen R C C geniigt es zu zeigen, dass R ein Unterring ist.
Wir iiberpriifen:

e 0=0+0-v/-31€R,da0€Z.
e1=1+0-v/-31€R,da0,1¢€Z.
o Fiir x + y/-31,2' + y//—31 € R folgt
(z+yvV=31) = (¢’ +¢y'V=31) = (x —2) + (y — ) -V-3L € R.
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e Fir z +yv—31,2' +¢yv/—31 € R folgt

(z +yv=31) - (2’ +y'V=31) = (za' - 31yy) + (ay — 2y/) V-3l € R.
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Zu b). Wir wollen zunéchst zeigen, dass 2 € R irreduzibel ist. Sei x + yv/—31 ein Teiler
von 2 in R, dann ist |z + yv/—31|?> = 22 + 31y? ein Teiler von |22 = 4 in Z. Bis auf
Vorzeichen sind 1, 2 und 4 die einzigen Teiler von 4 in Z. Man sieht leicht, dass gilt:

o |z +yV/31PP =22 +31y’ =1=0=4+1Ay=0
o |z + y\/—i?)l|2 = 22 + 31y? = 2 hat keine Losung fiir z,y € Z
o x+yy/-31P=22+31yl=4d=2=4+2 Ay =0

Damit sind die Teiler von 2 in R gegeben durch 1,—1,2 und —2, sodass es in R nur
triviale Zerlegungen der 2 gibt und 2 folglich irreduzibel ist.

2 ist jedoch kein Primelement, denn 2 teilt in R offensichtlich 32, jedoch weder 14 +/—31
noch 1 —+/—31.

In faktoriellen Ringen sind irreduzible Elemente immer auch Primelemente, sodass R
nicht faktoriell ist.



